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 فصل اول: توابع ، حد و پیوستگی 
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 درسنامه ریاضیات عمومی 

 فصل اول : توابع، حد، پیوستگی

توابع ابزار اصلی توصیف دنیای وا عی به زبان ریاضی هستند  در این بخش مفهوم تابع را مرور کرده و برخی 
 کنیم ها نیاز داریم تعریف می تعاریف که برای بررسی توابع به آن

 توان از سه زاویه مشاهده کرد  : هر تابع را میتعریف تابع

و خروجی  fدهد، در این صورت ماشین را با را نتیجه می  yخروجی x  ماشینی که برای ورودی 8

ماشین را با  f x   حاصل عمل ماشین روی ورودی(xمشخص می ) کنیم 

         ماشین         

کند  این  انون را به صورت بیان می xرا از روی  y   انونی که چگونگی تعیین2  y f x 

 ی تعریف نیستند  نامیم  البته برخی توابع دارای ضابطهکنیم و آن را ضابطه تابع میمشخص می

           ماشین        

xy   نموداری در صفحه3 است که بیشتر در موارد  (      )هایی به صورت که شامل تمام زوج مرتب 

y ترسیم نمودار کاربرد دارد  مثلاً تابع x 2 های را به صورت زوج مرتب   x, x2  دهیم که نشان می

هایی در صفحه نمایش نمودار با مشخص کردن زوج مرتب
 شود مشخص می

 

 

 

 تعاریف اولیه :

ها انتخاب کند به عبارتی تابع در آن xتواند بر روی محور مقادیری که هر تابع می دامنه تعریف تابع:

 دهند نشان میFDنقاط تعریف شده باشد و با

y  مثلاً در تابع  Lnx  چون تابعLnx تواند مقادیر صفر و منفی را  بول کند، پس دامنه در فاصله نمی

 x   , 0   است 
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 فصل اول: توابع ، حد و پیوستگی 

ها انتخاب کند  از لحاظ ترسیمی بُرد تابع سایه نمودار yتواند روی محورمقادیری که هر تابع می برُد تابع:

Rهاست و با yبر محور  
f

 دهند نشان می 

y: دامنه و بُرد تابع 8مثال  log xa  ورید؟به دست آرا 

 

 دهی به تابع با رسم شکل و مقدار

 

 

    f fD x ,       ,      R y ,    0  

 

y: دامنه و بُرد تابع2مثال  x را بیابید؟ 

 D x , )      ,      R y , )
f f
   0 0  

 

نهایت باشد  به عبارت گوئیم اگر در آن فاصله فا د بیدار میرا در ی  فاصله کران fتابع  توابع کراندار:

)   های عضو دامنه داشته باشیمxیافت شود که برای کلیه Mدیگر عددی چون  )f x M 

yمثلاً تابع  sin x دار است چون هر عدد در هر فاصله کرانa  1bی  کران بالا و هر عدد  1   
شود توابع کرانی  کران پائین برای این تابع نامیده می

 روند نمینهایت دار هیچ و ت به بی

 

 

را در دامنه تعریف خود متناوب  fتابع  توابع متناوب:

موجود باشد به طوری  kنامیم اگر عدد مثبتی چون می
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 درسنامه ریاضیات عمومی 

lim: مقدار 22مثال  Arctan x
x
 کدام است؟ 

8 )0                       2 )1                       3 )
2                            2 )  

limبا توجه به نمودار تابع  y
x


 2  

  : مقدار 25مثال  x bblim x dxe
b b






2 2 21 10  برابر است با:   

8 )
e

1                           2 )12                                 3 )1                             2 )  

 

 
 

 

xb
dxe xx bblim dx lim ل ا ت ي وپ eه x

b b bb be

b be b b elim lim
b bb b b

e b e b e


  

 




 


2 2 12 21 02 10 2

2 2 221 1
2 2 22 2 22 2

  

با ضابطه  f: به ازای چه مقدار تابع26مثال  
 
 

x x a x
f x

x x x

   


  

2
2

xدر     پیوسته  2

 است؟

  6 (2                        3( 3                    2( 2( صفر                        8

 برابر باشد برای پیوستگی باید مقادیر حد راست و چپ با مقدار تابع در آن نقطه 

       

       

) lim f x lim x x a lim x a a
x x x

) lim f x lim x x lim x
x x x

, a a a





      
    

    
    

      

1 3 6
2

2 2

2 2 0
2

2 2
1 2 6 0 6 6
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 درسنامه ریاضیات عمومی 

 مشتق تابع معکوس:

| در نقطه  fمعکوس پذیر )ی  به ی ( باشد، و تابع  aدر ی  همسایگی نقطه  fفرض کنیم 
 
 

   

fمشتق پذیر باشد آنگاه 
́ در نقطه  1- |

 
 

 مشتق پذیر است و  

     ́    
 

    ́
 

f)دارای معکوس می باشد و      √     مثال: نشان دهید تابع 
-1

)(1)   را بدست آورید 

]، fحل: دامنه تابع 
  

 
    ́ تابعی است پیوسته و چون  fمی باشد، تابع     

 

 √    
 f، پس   

fدارای معکوس 
 ، بنابراین f(0)=1می باشد  و چون  1-

√      
به توان  
⇒    

      
    
   

 

          
 

     
 

 

 
 

 
 

 
 

f)مثال: نشان دهید تابع زیر دارای معکوس است و 
-1

)(1)   را پیدا کنید 

F(x)=2x
2
+8x+7                , x-2 

و  x-2دو دامنه  f(x)=4x+8پیوسته و مشتق پذیر است و چون  [,-2-)تابع روی بازه تعریف شده 
f(x)<0  

 روی این فاصله نزولی و دارای معکوس است  fبنابراین تابع 

                                                     |
ق ق           

ق ق غ        
 

 

          
 

      
 

 

       
 

  

 
 

h اعده زنجیری: فرض کنیم  g o f پذیر های مشتقترکیب تابع y g x  و x f t  را

 برابر است با:  tاست که مشتق آن به ازای هرمقدار  tپذیری از تابع مشتق hنمایش دهد، آنگاه 

    ر در  . gد f g fx tt f t     
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  مشتق و کاربردهای آن : دومفصل 

 آید  به دست می

Ⅱ اگر )f  بر فاصلهI  دو نقطه دلخواه از این فاصله باشند آنگاه   و    تعریف شده و 

 f  برI  آنگاه               اکیداً صعودی است  هرگاه              

 f  برI  آنگاه                 اکیداً نزولی است  هرگاه             

 حال با توجه به مشتق  ضیه زیر را در مورد صعودی یا نزولی بودن ی  تایع داریم 

بر  fاگر  ,a b  پیوسته و بر ,a b پذیر باشد، آنگاه: مشتق 

اگر در هر نقطه از  ,a b  آنگاه     داشته باشیمf  بر ,a b  اکیداً صعودی است 

اگر در هر نقطه از  ,a b  آنگاه     داشته باشیمf  بر ,a b  اکیداً نزولی است 

 

 تعقر منحنی: 

پذیر  نمودار تابع مشتق y f x  دارای تعقر به سمت بالاست هرگاهy   در آن فاصله اکیداً صعودی

 باشد 

 در آن فاصله اکیداً نزولی باشد  yو دارای تعقر به سمت پایین است هرگاه 

 رسم نمودار:

 برای رسم نمودار تابع باید مطابق روش زیر عمل کرد 

 الف( دامنه تابع را مشخص کرد 

 ها، فرد یا زوج بودن و متناوب بودن آن را بررسی کنیم  تقارنب( انواع 

 ها و نقاط ناپیوستگی را به دست آوریم  ج( مجانب

هایی که در آن تابع صعودی یا نزولی است مشخص  د( مشتق اول را محاسبه کرده، نقاط بحرانی و فاصله
 کنیم 

 کنیم  طف را تعیین میکنیم و به کم  آن تعقر و نقاط ع ذ( مشتق دوم را محاسبه می

 کنیم  ر( شکل کلی نمودار را رسم می

 کنیم   را برای مقادیر خاصی مثلاً نقاط انتهایی، نقاط بحرانی، محل برخورد با محورها محاسبه می fز( 



 

58 

 درسنامه ریاضیات عمومی 

حاصلضرب  
 

 
 

 

 
 

 

 
 

                      8گزینه  -25
  

  
          

 غلط است  2و 2است پس گزینه    غلظت برابر     در  -26

               گزینه                        گزینه

می تواند منفی شود که چنین چیزی ممکن نیست  پس  cمقدار  3برای گزینه     از طرفی در لحظات 
 صحیح است  8گزینه 

 

27- 

فاصله     √          {
            

                   
 

                                 
 جایگذاری در

       
             

          {
 فا د جواب           

                   
 

21- 

                                      

          {
   

   
    

 

2   

 {
   

   
        

  

 3گزینه 

21-    

  
                       

   
⇒            

3 2 t 

+ - + V(t) 
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  انتگرال و کاربردهای آن  : سومفصل 

  حل:  2 2 20 0 2 22 2
x x x xI sin cos dx sin cos dx

 
       

 روش جزء به جزء:

 آید:بدست میفرمول انتگرال جزء به جزء از  اعده حاصلضرب مشتق 

 

    ي ير گرال گ ت dان uv u dv vdu u dv d uv vdu u dv uv vdu          

dvوروش انتخاب کلی تابع  u شود به گیری صفر میگونه است که تابعی که پس از چند بار مشتقبدین
 کنیم انتخاب می dvو تابع دیگر را به عنوان  uعنوان 

I: انتگرال 81مثال  sin xdx 
 است با:برابر  1

8 ) sin x x
  

1221 1                                2 ) x sin x x


  

1221 1  

3 )   x sin x x
  

1221 1                           2 ) x sin x x
  

1221 1  

  حل: 

 

xdx dv x v I uv v du xsin x
x

dx
u sin x du

xsin x cxx








        
      

1
21

1 11 2 2121
  

: حاصل 81مثال   xx x e 
3 31 2  کدام است؟ 10

8 ) e 31 7 17
27
                     2 )e 32 3                  3 ) e 31 2

2
                    2 )

 e 31 2
14
  

 حل: 
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  دنباله ها و سری ها    : پنجمفصل 

         حل: 
 

     (   
 

 
)
        

 

  (  
 

 
)
      

 پس سری واگراست  

 سری هندسی :

∑سری        
 در نسبت  rجمله اول و  aموسوم به سری هندسی که در آن              

| |سری است   برای   همگرا به    

   
| |و برای   جمله اول  nواگراست و مجموع جزئی    

          

   
 است              

  pسری 

∑سری 
 

   
 

   
 

     
 شود  این سری برای نامیده می pعددی ثابت است سری   pکه در آن     

ساز موسوم است  به سری هارمونی  یا هم p=1واگراست ، این سری برای     همگرا و برای     

 که واگرا است                                                               

 سری تلسکوپی :

∑سری            
سری همگرا به            شود   اگر  سری تلسکوپی نامیده می    

 است در غیر این صورت سری واگراست     مقدار 

∑سری  حاصل 2مثال   
 

      
 
 چیست    

          حل: 

      
  

 
 

 

   
  سری تلسکوپی 

∑
 

      

 

   

 ∑(
 

 
 

 

   
)

 

   

 
 

 
|
   

   

∑های  : سری 5مثال 
 √ 

    
 
∑و         

 √ 

    
 
  د

 اند؟ به ترتیب چگونه 

 ( واگرا، واگرا2( واگرا، همگرا     3، همگرا       ( همگرا2(همگرا ، واگرا        8

  حل :

{
 √ 

    } {
 

 
 

  }  
 

 
 

 ⁄
     سری که همگراست        

{
 √ 

    } {
 

 
 

  }  
 

 
 

 ⁄
      سری که واگراست          
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 برابراست با  Aهای  ماتریس همسازه

     [
      
      
    

]) 

 det(A)=35دترمینان ماتریس برابر است با 

    
     

 

       
 

 

  
[

   
       
      

] 

 مقادیر ویژه و بردارهای ویژه:

 AX=λXیافت شود که داشته باشیم   Xباشد، اگر برداری غیرصفر چون  n×nی  ماتریس  =A       اگر 

را ی  مقدار ویژه  λرا ی  بردار ویژه و عدد  Xی  عدد مختلط است  در این صورت بردار λودر آن 

زیر را که معادله مشخصه ماتریس  n، معادله درجه Aنامیم، برای تعیین مقادیر ویژه ماتریس  ماتریس می

  det (A-λ I)=0کنیم   شود حل می نامیده می

λ: 28مثال ]ماتریس اگر ی  مقدار ویژه       
    
   
    

]  A= باشد بردار ویژه متناظر با آن را به

 دست آورید

          
λ  
→             {

             
         

     (  λ)    

 

 {

        
     

          
 {

      
    

(  و  و  )              

]  : مقادیر ویژه ماتریس 22مثال
  
  

 چیست؟ [

  [
  λ  

   λ
]  (  λ) (  λ)      λ

 
  λ      λ    λ    
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 های دوگانهانتگرال

 ( و8ها، مرز آن را حداکثر در دو نقطه  طع کند )شکل yبه شکلی باشد که هر خط موازی با محور Dاگر 

  1y f x  و  y f x2 2 باشند و برای همه  Dبه ترتیب مرزهای پائین و بالای ناحیه   

a x b    ، 1f x و   2f x توان گانه را میی  مقداری و پیوسته باشند، در این حالت انتگرال دو 

  به صورت زیر نوشت:

   
 

 

 

 
( , ) ,

D

f x f xb b
f x y dA f x y dy dx f dy dxx a ay f x f x

 
        

 2 2
1 1

  

 های دوگانه خواص انتگرال

D D

AfdA A fdA  1) 

  

2) ( )
D D

f g dA fdA gdA      

D  ،f( اگر در 3  0                                         آنگاه 0
D

f dA  

D  ،f( اگر در 2 g .   آنگاه                  

D D

f dA g dA   

Dو( اگر 5 D2 Dتداخل نداشته باشند و  1 D 1 2 D        آنگاه              




